Concursul Interjudetean “Grigore Moisil” Urziceni
Editia a Vii-a, 28-30 ianuarie 2011

CLASA A IX-A

Subiectul 1. Fie (a,),>; un sir astfel incat sirurile (a,,—1)n>1, (@20 )1 Si (A5,)n>1 SUNt
progresii aritmetice. Demonstrati ca (a,),>; este progresie aritmetica.

Cristinel Mortici

Subiectul 2. Fie a, b, c € (0,1) astfel incat ab + bc + ca = 1. Demonstrati ca

10V3

TSa+b+c+abc<2.

Subiectul 3. Determinati cel mai mare numar natural k, pentru care exista numere naturale
nenule m, n, p astfel incat
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Cristinel Mortici

Subiectul 4. Fie patrulaterul ABCD si punctele M, N, P, Q astfel incat
2MA = —MB, 2NC = —NB, 2PD = —PC, 20D = —QA.
Demonstrati ca 3(MP + NQ) < AB + BC + 2CD + 2AD.

Gazeta Matematica

© Subiectele sunt elaborate de Cristinel Mortici



Concursul Interjudetean “Grigore Moisil” Urziceni
Editia a Vii-a, 28-30 ianuarie 2011

BAREM CLASA A IX-A

Subiectul 1

(2puncte) a,,_1 =a; + (n—Dp, ay, =a, + (n—1)q, as, =as+n—1r
(2 puncte) 5p = 27 exprimand a5 ca element al sirurilor (@2, 1)y >1 Si (A5 )n>1
(2 puncte) 5q = 2r exprimand a,, ca element al sirurilor (a3, )y >1 Si (Asn)n>1
(1 punct) p = g sifinalizare

Subiectul 2
(2puncte) (1 —a)(1—b)(1—=c)=1—a—b—c+ab+ bc+ ca—abc (x)
(punct) a+b+c+abc=1+ab+bc+ca—(1—-—a)(1-b)(1—c)<?2

(1punct) (a+ b +c)? =3(ab+bc+ca), decia+b+c=>+3

(2 puncte) (1—@)(1 - b)(1 - ) < (1-2%)° < (1 - %3 _ 10V

(1 punct) Tnlocuire in (%) si finalizare

Subiectul 3
41

1 1 1
(2 puncte) E+§+;—E

(1 punct) Prin absurd existd k' > 41 sim,n, p astfel ca =X + S + 1= k—
m n p k +1
41 1 1 1
(1punct) E<;+;+;< 1
(1 punct) Dacda2 <m <n < p,obtinem = 2
(1 punct) Cum = 2, obtinen = 3

(1 punct) Cum = 2, n = 3 obtine p = 7, contradictie, deci k = 41

Subiectul 4

(1 punct) Figura corecta
(3 puncte) 3SMP < 2AD + BC
(3 puncte) 3NQ < 2CD + AB

REMARCA: UN EVALUATOR VA ACORDA FIECAREI PROBLEME UN NUMAR INTREG DE PUNCTE



Concursul Interjudetean “Grigore Moisil” Urziceni
Editia a Vii-a, 28-30 ianuarie 2011

CLASA A X-A

Subiectul 1. Fie m, n = 4 numere naturale astfel incat
m

V7I——>0.
n

Demonstrati ca

Cristinel Mortici

Subiectul 2. Se considera functia f: N* — N* definita prin f(n) = 1!+ 3!+ -4+ 2n - 1)!.
Demonstrati ca exista functii injective p, g: N* = N* astfel incat pentru orice n € N*, sa avem

fn+2)=pn+1Df(n+1)—qn)f(n).
Cristinel Mortici

Subiectul 3. Fie a, b, c numere complexe, cel putin unul fiind Th modul strict mai mare decat 1.
Demonstrati cd existd un numar complex z astfel incat |z| = 1si |az? + bz + ¢| > 1.

Subiectul 4. Fie (x,),>1 0 progresie aritmeticd de numere naturale cu ratiar > O sifiep > 1
un numar natural prim cu r. Aratati cd multimea {x,, | p divide x,, } este nevida, iar elementele
sale ordonate crescator formeaza o progresie aritmetica.

Gazeta Matematica

© Subiectele sunt elaborate de Cristinel Mortici



Concursul Interjudetean “Grigore Moisil” Urziceni
Editia a VII-a, 28-30 ianuarie 2011

BAREM CLASA A X-A

Subiectul 1

(1 punct) Deoarece 7n? — 1si 7n? — 2 nu pot fi patrate perfecte,

(2 puncte) din m? < 7n? rezultd m? < 7n® — 3 sau 7n®> > m? + 3
2 2
(2 puncte) Aratd m? + 3 > (m +1 4+ L) sicum 7n? > m? + 3,avem 7n? > (m ++ L)
m = m?2 m " m2
(1 punct) Obtine V7 — = > —— + ——
n mn men
1
2m+n

. . .1
(1 punct) Din 2™ > m? si 2" > nrezultd —=>

Observatie. Conditia m,n = 4 este impusd numai pentru a scuti rezolvitorul si de tratarea altor cazuri,
insd concluzia este adevdratd si fard aceastd conditie.

Subiectul 2

(Lpunct) f(n+1)—f(n) =(2n+ 1)!

(2puncte) f(n+2)—f(n+1)=2n+2)2n+ 3)(f(n +1)— f(n))
(2 puncte) p(n) =2n(2n+ 1)+ 1,q(n) = 2n+2)(2n + 3)

(1 punct) p este injectiva

(1 punct) g este injectiva

Subiectul 3

Observatie. Notdm w = cos(2m/3) + i sin(2m/3)

(1 punct) Prin absurd pentru orice |z| = 1, avem |f(2)| < 1,unde f(2) = az? + bz + ¢
(2 puncte) [3al = |f(1) + wf(W) + w?f(W?)| < If (D] + IwfW)| + [w?f(w?)| <3

(2 puncte) |3b] = |f(1) + w2 f(w) + wfwW?)| < |fF(D] + [W2fW)| + lwf(w?)| <3

(2 puncte) [3c| = [f(1) + fW) + FWHI < IfF DI+ IfF W+ If (WD < 3

Subiectul 4

(1punct) x, =x; + (n—Dr

(1 punct) Cum (p,7) = 1, existd a, b € N astfel incdt ap — br = 1, adica 1 + br = M,,.
(2 puncte) Cus = bx; + 1, obtinem x; = x; + (s — Dr = x;(1 + br) = M,

(1 punct) x,, — x,, se divide cu p daca si numai dacd m — n se divide cu p, deoarece (p,r) =1
(1 punct) Noteaza x, = min 4, apoi deduce cd A = {X;, X¢yp, Xe42p) Xe43ps -}

(1 punct) Sirul x;, X4, X¢12p, Xr43p, - €StE progresie aritmetica

REMARCA: UN EVALUATOR VA ACORDA FIECAREI PROBLEME UN NUMAR INTREG DE PUNCTE



Concursul Interjudetean “Grigore Moisil” Urziceni
Editia a Vii-a, 28-30 ianuarie 2011

CLASA A XI-A

Subiectul 1. Fiesirula; =1, a, = 2sia,,, = 3%+1 — 2% pentrun = 1,2,3, .... Ardtati ca:
a) Sirul (a,,),>1 este strict crescator.
b) Pentru orice numar natural n > 1, are loc inegalitatea a, > n!.

Cristinel Mortici

Subiectul 2. Fie 4, B € M, (C) pentru care existd un numar natural k > 2 astfel incat
det(A* — B¥) = det(4* — B* + AB — BA).
Demonstrati cd (AB — BA)¥ = 0,.

Florin Stanescu, Gaesti

Subiectul 3. Fie f: M,,(C) — C o functie cu proprietatea ca f(aX + bY) = af (X) + bf(Y),
oricare arfi X,Y € M, (C) si a, b € C. Demonstrati ca exista o matrice D € M, (C) astfel incat
f(X) = tr(DX), oricare ar fi X € M, (C).

Vasile Pop, Cluj-Napoca

Subiectul 4. Fie a; = 2sina,,1 = 2n+ 2)(a, + n2"),n = 1,2,3, .... Calculati

—_ ] nz
L= lim "/a;a,..a,.

n—->00

Gazeta Matematica

© Subiectele sunt elaborate de Cristinel Mortici



Concursul Interjudetean “Grigore Moisil” Urziceni
Editia a VII-a, 28-30 ianuarie 2011

BAREM CLASA A XI-A

Subiectul 1

(1 punct) Presupune cd a,, < a,41

(1 punct) Demonstreazd ca 3% — 2k > k

(2 puncte) a, ., = 3%+l — 2% > 3%+1 — 2041 > g 4

(1 punct) a,,, > 3%+ — 2%n+1 > 3D _ (nF1)!

(2 puncte) Aratd cg 3D — 2+ D! 5 (3 4 2)1 eventual 3D — 20D 5 24D 5 (4 2)1

Subiectul 2

(2 puncte) Demonstreazd ca tr[(4* — B¥)(AB — BA)] =0

(2 puncte) Obtine tr[(4* — B¥)(AB — BA)] = tr(4% — B¥) - tr(AB — BA) (ambii termeni nuli)
(1 punct) tr(XY) = tr X - tr Y implicd det(X + Y) = det X + detY

(1 punct) Cu X = A¥ — B¥, Y = AB — BA si folosind ipoteza, obtine det(AB — BA) = 0

(1 punct) (AB — BA)? = 0,, deci (AB — BA)* = (AB — BA)?(AB — BA)*%2 =0,

Subiectul 3

(2 puncte) Considerd E;; matricea cu toate elementele nule, exceptand pe cel de pe pozitia (i, ),
acesta fiind egal cu 1 si noteaza f(El-j) =g

(2 puncte) Daca X = (xi]- ), atunci X = 2ij X By sif(X) =2, x; f(Ey) = Xij Xij e

(2 puncte) Dacé definim d;; = e;, atunci Y;; x;;e; = tr(DX), deci f(X) = tr(DX)

(1 punct) Verificarea (suficient numai afirmarea) faptului ca f (X) = tr(DX) satisface problema

Subiectul 4

(3 puncte) a, = n(n + 1)2"1

nn-1)
(1 punct) a1a; ...a, =n!(n+1)!12" 2

(2 puncte) Apeleazi la limita ? - % saulaestimariel <n!<n"sil<(m+D'<(n+1)"

(1 punct) Obtine L = /2, folosind (eventual) criteriul radicalului de ordin n.

REMARCA: UN EVALUATOR VA ACORDA FIECAREI PROBLEME UN NUMAR INTREG DE PUNCTE



Concursul Interjudetean “Grigore Moisil” Urziceni
Editia a Vii-a, 28-30 ianuarie 2011

CLASA A XII-A

Subiectul 1. Fie H;, H, subgrupuri ale grupului (Q, +) avand proprietatea ca orice numar g € Q
se scrie sub forma q = hy + h, cu hy € H; si h, € H,. Mai mult, se stie cd aceasta scriere se
face in mod unic, in sensul cd dacd mai are loc sirelatiag = h'y + h’, cuh’y € H; sih', € H,,
atunci hy = hll sih, = h'Z. Aratati cd unul din subgrupurile H; si H, este {0}, iar celdlalt este Q.

% %k %

Subiectul 2. Fie k > 0si f: R = R o functie continua astfel incat pentru orice x,y € R,

fyf(t) dt < klx —y]| .

Demonstrati ca orice primitiva a functiei f este suma a doua functii strict monotone.
Dinu Teodorescu, Targoviste

Subiectul 3. Fie y,:[0,1] » R, n = 1,2,3, ... functii continue, unde y;(x) = 1si

X

VYn1(x) = ZJ y, (t) dt, v x € 0,1], n=123,...
0

Demonstrati ca pentru orice a € (0,1), sirul (yn (a))n>1 este convergent citre a?.

% %k %

Subiectul 4. Fie f: [—m/4, /4] — R o functie continua astfel incat f(x) f(—x) = 1, oricare ar
fix € [-m/4, m/4]. Calculati

/4 dx
I = . Gazeta Matematica
f_nM (1 +2sin? x)(1 + f(x)) z a

© Subiectele sunt elaborate de Cristinel Mortici



Concursul Interjudetean “Grigore Moisil” Urziceni
Editia a VI-a, 28-30 ianuarie 2011

BAREM CLASA A XII-A

Subiectul 1
(1 punct) Presupunem prin absurd cd H; # {0} si H, # {0}.

(1 punct) Exista % € H; si 5 € H,,unde m,n,p,q > 0 sunt numere naturale

(2 puncte) mp = %+ R % (np termeni) € H; simp = §+ R 7;i(mq termeni) € H,,

(2 puncte) Avem reprezentdrile diferite mp = mp + 0 = 0 + mp, prima oara cump € H{,0 € H,,
iar a doua oara cu 0 € H{, mp € H,, contradictie

(1 punct) Rezultd de exemplu H; = {0} si demonstreaza cad H, = Q.

Subiectul 2

(1 punct) Cux © yin relatia dat3, obtine |fxyf(t) dt| <klx—yl

(2 puncte) Pentru F(x) = fox f(t)dtalege Fi(x) = —(k + 1)x, F,(x) = fox f@dt+ (k+ Dx

(3 puncte) F, injectiva: daca F,(x) = F,(y), atunci fxy f@®)dt=(k+1)(x—1y)sidin (x) iesex =y
(1 punct) F, este injectiva si continua, deci strict monotona

Subiectul 3

1
(2 puncte) y, (x) = ¢, x> 72
(2 puncte) ¢,,;1 = 1_—1\/6——1
Zn
(2 puncte) ¢, — 1 (de exemplulnc,;; — %1n ¢, = 0,decilnc, — 0)
(1 punct) Finalizare

Subiectul 4

(1 punct) Efectueaza schimbarea x = —t
% dx
T 1+2sin?x

(2 puncte) Obtine 2I = [*
4

(1 punct) Scrie sin? x in functie de tg? x

(1 punct) Efectueaza schimbarea t = tgx

(2 puncte) Obtine [ = %\/§

REMARCA: UN EVALUATOR VA ACORDA FIECAREI PROBLEME UN NUMAR INTREG DE PUNCTE



