Liceul Teoretic Grigore Moisil Urziceni
Strada Teilor, nr. 5

Concursul Interjudetean “Grigore Moisil”
Urziceni Editia a VI-a, 29-31 ianuarie 2010

CLASA A IX-A
Subiectul 1

Demonstrati ca pentru orice numar natural n = 2, are loc inegalitatea

1 (1+1+1+ + 1 )>1(1+1+1+ +1)
n+1 35 2n—1 n\2 4 6 2n/)’

Subiectul 2

Aflati al optlea termen al sirului 1440,1716, 1848, ... ai carui termeni sunt produsul termenilor
corespunzatori (primul cu primul, al doilea cu al doilea, etc) ai anumitor doua progresii
aritmetice.

Subiectul 3

Fien € N*. Demonstrati cd multimea{n,n+1, n+2,...,n3 +n?+n+1, n* +n®> +n+2}
a) contine cel putin un patrat perfect.

b) contine puterea a patra a unui numar natural.

Subiectul 4

Fie ABCDE un pentagon si M, N, P, Q punctele de intersectie ale segmentelor ce unesc
mijloacele laturilor opuse Tn patrulaterele BCDE, CDEA, EABD, ABCE, respectiv.
Demonstrati ca MNPQ este paralelogram daca si numai daca ABCD este paralelogram.

© Subiectele sunt elaborate de Cristinel Mortici
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BAREM CLASA A IX-A

Subiectul 1

VEIIfICAIE P(2) eeuteuesteie sttt st ettt ettt et s eh s s e s et ettt st b e e b eae s ea ses e sttt et et st et b e eenee 1 punct
P(n):1+§+§+---+2n+1>nnj(§+i+%+---+%) ...................................................................... 1 punct
Reduce P(n) » P(n+ 1) la Q(n):l Fiipp> e 2 puncte
246 2n 7 2(n+1)(2n+1)

Demonstreaza prin iNAUCEIE Q(70) ..o eeeureeereiee sttt st s s e s es e e s e s es e ee s 3 puncte
Subiectul 2

TErmenul 8ENETAl €SEE GNZ 4 DI 4 Coveeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e e es et ereeeeeee et eetene s es s eeseesseteneeeeeneeene 2 puncte
A= —T2,D = 492,C = T020 ettt ettt ettt e ete s et tea e seaesettesstesaetesseeatesesaeante st eeraeesresnren 3 puncte
TEIMENUI ESTE 348ttt et e et ae bt et e et esbesbestesasessaesseansessesesesnsersersaensanes 2 puncte
Subiectul 3

(7 4 1)? @5te UN PALrAt PEITECL....uuvvieeeee et ssasss et st ses et sss st 2 puncte
Presupune prin absurd ci existd k* <ncu (k+ 1D* >n3 +n2 + N4 2o, 2 puncte
M2 N+ 2>k Rk k4 25 (Kt 1) et 3 puncte
Subiectul 4

Ty = %(rg e o w0y T w20 FN L ¥ RO TR TS RRPRPRN 2 puncte
Calculeaza Ty + Tp — Ty — T e 2 puncte
ABCD paralelogram 7y 4 70 = 75 T 1D ettt sttt et st et st s s et s e es e 2 puncte

LT 112 OO 1 punct
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CLASA A X-A
Subiectul 1.

Notam cu X multimea numerelor naturale mai mari sau egale cu 8 si fie f: X — X o functie cu
proprietatea ca f(x + y) = f(xy), oricare ar fi numerele naturale x > 4 siy > 4.
Daca f(8) = 9, calculati f(9).

Subiectul 2.
Fie z1, z», z3 € C astfel incat

Z1Zy + ZyZ3 + Z321
|z | = |z,| = =1
Al + Zy + Z3

Dati un exemplu de astfel de triplete cu z; = 0. Demonstrati ca dacd z; # 0, atunci |z3| = 1.
Subiectul 3

Fie f, g, h : Z — Z functii periodice de perioade 7, 19, respectiv 31. Demonstrati ca daca
functia f + g + h este constantd, atunci functiile f, g si h sunt constante.

(Fie T = 1 un numdr natural. Spunem cd o functie y : Z. = Z este periodicd de perioadd T dacd
y(x + T) = y(x), oricare ar fi x € Z).

Subiectul 4. Rezolvati ecuatiile:
a) logys(1+tg®x)-logys(1+ ctg?x) = 1.

b) log;s(1+ sin®x) - log; 5(1 + cos? x) = 1.

© Subiectele sunt elaborate de Cristinel Mortici
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BAREM CLASA A X-A

Subiectul 1

X =9 =4 5 F(16) = F(B) = Do sesse sttt oo 1 punct
X =9 =8 5 F(64) = FL16) = Durrrooeoeeeessesse s ssces ettt seess et 2 puncte
F(20) = F(16 4 4) = FU64) = Durrrreseeseeeeees st seess et sttt 2 puncte
LR AC) Rl A1) T 2 puncte

Subiectul 2

Z1 T L, Z) T et et ettt et eheeaeshesheehe s eee ettt st nenees 2 puncte
Cuw = ZlZZjZi_Zﬂl, rezultd z; = % ........................................................................... 2 puncte
Z1 = 1/Z1, 25 = 1/Z5, W = 1 /Wit sttt st st st s b et b e st 1 punct
Z3 T L Zg et e et et e b R st e b e sttt henen et et et 2 puncte
Subiectul 3

Notamp =7,q = 19,r =31

T; si T, sunt perioade, atunci aTy + LT, €ste Perioada.......cccoeoevuereneinecnieireee et er e 1 punct
PG €5te PErIOAUE PENTIU ettt ettt ettt s st s et s b ese sess e eaesenbesesessseenaas 2 puncte
h admite perioadele pq si r prime intre ele, deci 1 este perioada.........ccocuvvceveineecevinenncsene e 3 puncte
T aF 112 OO 1 punct
Subiectul 4

a) inegalitatea Mediillor Si fiNAlIZATE........ v e e er e e e e sre e 4 puncte

b) inegalitatea Mediillor Si fiNAlIZArE........c..oe et raeraer e 3 puncte
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CLASA A XI-A

Subiectul 1. Demonstrati cd sirul x,,4; = x,, — x> + x2 — x;}, cu x, € (0,1) este convergent si
apoi calculati limita sirului y,, = nx,,.

Subiectul 2. Fie A € M, (Q) o matrice cu proprietatea ca

A3+ A =112 +§A2 +1A4.
4 2 4

Demonstrati cd existd o matrice B € M, (Q) astfel incat B = A.

Subiectul 3. a) Fie (a,,)n>1, (by)n>1, (€1 )n>1 siruri de numere reale si functiile f,: (0,1) » R
definite pentru orice x € (0,1) sin € N* prin f,,(x) = a,x? + b,x + c,.

Aratati ca daca pentru orice x € (0,1) avem lim,,_,, f;, (x) = 0, atunci existad un sir de numere
reale (w,), 1 convergent la zero, pentru care |f, (x)| < w,, , oricare ar fi x € (0,1) sin € N*.
b) Dati exemplu de functii g,,: (0,1) » R, n € N* astfel incat lim,,_,, g, (x) = 0, oricare ar fi
x € (0,1), pentru care nu existd niciun sir de numere reale (v, ),>; convergent la zero, care sa
satisfaca relatia |g, (x)| < v,, oricare ar fix € (0,1) sin € N*.

Subiectul 4. Fie A € M, (C) cu det A = d # 0. Demonstrati ca pentru orice k € N*, avem:

a) det((... (4" ..)")* = d® D (k semne " * ")

(n-Dk+(-pk-1 k
b) ((...(4")*..))*=d n - ACDY (k semne " x"). (X* este adjuncta matricei X).

© Subiectele sunt elaborate de Cristinel Mortici
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BAREM CLASA A XI-A

Subiectul 1

Xy, MATGINIE (INFEITOT) ettt et st st s ettt e s s et ese st se st eseene st nen 2 puncte
Xy, MNONOTON AESCIESCATON ....eieeviieiree ettt e er e e er e e s s st s s et ea s e ea s et e en e ees 2 puncte
Calculeaza limita sirului y,, eventual cu lema Cesaro-Stolz.........ccoviveicininicineccre e 3 puncte

Subiectul 2

(g = A)F = 0ot ettt ettt et 1 punct

(I5 = )2 = 0o sse et sas st st et sttt 3 puncte
1 1, )2

A= (EA + 512) ....................................................................................................................................... 3 puncte

Subiectul 3

a,, b,, ¢, tind la zero (rezulta de exemplu din f,, G) -0,f, G) -0,f, G) = 0)reerree e, 2 puncte
Wy, = @] F D] A 10 ettt e e s et s s e 2 puncte
ALEEE G (5) = X ettt et sttt et e e s e et e et et a et e es e et et s e ea et eae s nn e tanas 2 puncte
|x™| < v, nu este satisfacuta daca x = "\/2—/3 ........................................................................................ 1 punct
Subiectul 4

(@) ceveerrerrie e e st she et be b et b shs et e b eeb e R be e et sh sseebbenbear et shesresan et eenbennes 4 puncte
(D) ettt bbb sae bt e she b e eh b et ebbeR e b sheeae st eebbenbeaes sheshesassebaerbennrente shesbesnnes 3 puncte

Nota: Doar pentru verificare (cazul k = 1) se acorda 2 puncte (= 1 punct (a) + 1 punct (b)).
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CLASA A XII-A

Subiectul 1. Calculati

y ]“ dx
as o (14 x2)(1 + x2010) °

Subiectul 2. Fie multimea F = {f:[0,1] - [0,1]] f continua, f(0) =0, f(1) = 1}
si aplicatia T: F — (0,1) definita prin T(f) = fol f(x) dx, oricare ar fi f € F. Demonstrati ca:

a) T este surjectiva;

b) T nu este injectiva.

Subiectul 3. Determinati toate functiile f: [0, ) — [0, o) derivabile, cu derivata continug,
astfel incat oricare ar fi x € [0, ),

f(x) =\/2010+fx(f2(t)+f'2(t))dt.
0

Subiectul 4. Pe o multime nevida S se defineste o lege de compozitie " * " astfel incat x * x = x
si(x*xy)*z=(y=*2z)=*x,oricarearfix,y,z € S. Aratati ca legea “ * ” este comutativa.

© Subiectele sunt elaborate de Cristinel Mortici
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BAREM CLASA A XII-A

Subiectul 1

o = PRI 1 punct
/2 cos 2010 ¢

e L2 3 puncte

I = % L, AECTT =TT/ttt et et ettt st be e et 3 puncte

Subiectul 2

a) De exemplu constanta pe [0, a] siliniard pe [@, 1] SQU iNVErS......cooveerieeceneecncrieerie e 3 puncte

b) De exemplu constantad pe [a, b] si liniard pe [0, @] $i [D, 1] ccoeerrrenincreecrcieceee s 4 puncte

Subiectul 3

RidiCat 1@ PATIat Si AEIIVAIE.....cve ettt ettt et e eeb et e e s sbesaesreaeraess s sesbenseenne st enes 2 puncte
(f(x) —f'(x))2 R XS WA €2 Il 2 €2 T 3 puncte
FL IRV L LSOO 2 puncte
Subiectul 4

X %Y = (X% Y) % (X% Y) Dot et e st s et e st st sttt et et sa e et et sae s enn e 1 punct
((x*y)*x)*y=((y*x)*x)*y= .............................................................................................. 3 puncte

((xxx)*y) 5y = (X*Y) % Y = (PHY) ¥ X = Y * Xerrrrerrerreremmmemmmsmsssssssssessssessssssssssssssssesseseees 3 puncte



